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COMPRE 

UM RÁDIO 

PHILIPS 

19 5 8 

GRANDES 

FACILIDADES 

DE PAGAMENTOS 

A TODOS OS 

FERROVIÁRIOS 

PRESTAÇÕES MENSAIS 

DESDE ESC. 55$00 

AGENTE OFICIAL PHILIPS 

CASA 

R. DOS BACALHOEIROS, 123 

Tel 2 59 72 - l I S B C A 

'"■Hl UNTO 

MODELO L3 X 71 T 

■ Receptor totalmente transiatori- 
zado 

■JB filhas secas de baixo custo e 
longa duração (400 horas) 

■ Prestação mensal: 100$00 

MODELO IDEAL PARA REGIÕES 
"f»ÃO ELECTRIFICADAS 
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O CAMINHO DE FERRO 
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Ponte do Poço de S. Tiago — Linha do Vouga 

Viajar, conhecer novas cidades e novas paisagens é um dos grandes prazeres espirituais que o 
progresso nos oferece com as comodidades dos modernos meios de transporte. 

0 comboio leva-nos, rapidamente, das praias refulgentes da privilegiada costa da nossa terra 
até à planície e à montanha. 

Confortavelmente sentados, olhamos das janelas da carruagem o cenário que perante nós se 
desenrola. E, quer atravessando rios e florestas, campos cultivados, vergéis e pomares ou contornando 
serranias majestosas ou ainda mirando vastíssimos horizontes — sempre a surpreendente sucessão de 
quadros bucólicos, os mais djversos, em nós se insinua, e um sabor de écloga e um encanto para os olhos, 
nos subjuga, atrai e cativa, É um dos muitos privilégios do caminho de ferro I 



Das Operações Matemáticas 

e da Ciência Económica 

Pelo Dr. X M^S 1 RQAÇO JÚNIOR 

Economista da Divisão da Exploração 

CERTAS operações matemáticas, pelo grau de 
abstracção que as caracteriza, e pela simbolo- 
gia que utilizam, parecem constituir constru- 

ções desligadas da realidade, como que encontrando 
a sua justificação só no domínio da própria mate- 
mática. 

No entanto são instrumentos muito Valiosos para 
o conhecimento da realidade. 

Pode dizer-se que a operação da integração se 
encontra nestas condições. 

A integração no plano é urna operação como a 
soma, que nos permite calcular o valor de áreas utili- 
zando grandezas infinitamente pequenas, sabendo-se 
que grandezas infinitamente pequenas são aquelas 
cujo valor é tão pequeno que é quase igual a zero. 

Por meio de alguns exemplos simples, fazendo o 
cálculo de áreas de figuras conhecidas, vamos verifi- 
car como esta operação conduz aos resultados que 
obteríamos utilizando processos mais usuais, e con- 
cluiremos da possibilidade da sua aplicação a outras 
questões. 
1." EXEMPLO: 

Cálculo da área dum rectângulo de 5 cm. de 
base e de 3 cm. de lado. 

Para determinarmos a área dum rectângulo com 
a operação de integração, torna se necessário cons- 
truí-lo num sistema de eixos perpendiculares, tal como 
se apresenta na fig. n.0 1, pois precisamos de entrar 
em linha de conta com a equação da recta a que per- 
tence a base superior. 

Fig. n,0 1 

a crts/c rm/n-ay / Lacto - Jcsyr 1 

r—t Or/gemQ àos 9ixos ' ^ 2 3 4 3 , âasa i Sem 
f/xo c/os xx 

Ora a equação desta recta tem a expressão y~3i 
e a área em causa é dada pela expressão 

área do rectângulo y dx, 

que quer dizer; — a área é dada pelo integral defi- 
nido da equação y 3 entre os valores 0 e 5. 

Resolvendo o integral e substituindo o y pelo 
valor 3, Visto ser y — 3, Vem ; 
r5 

3 dx 
0 

r5 

dx = 3 X 
/ 0 

3X5 - 3X 0 = 15. 
0 

E como a unidade de medida tomada foi o cm., 
temos finalmente que 

área do rectângulo . 15 cm2, 

resultado este que se obtém também pelo procesro 
usual de multiplicar a base pela altura. 

Área do rectângulo = base X altura = 15 cm'. 

2." EXEMPLO : 

Calcular a área dum triângulo rectângulo 
isósceles de cateto com 4 cm. de com- 
primento. 

Tal como no exemplo anterior torna-se necessá- 
rio também considerar o triângulo num sistema de 
eixos perpendiculares, figura n.0 2, dada a necessida- 
de de se trabalhar com a equação da recta a que pe - 
tence a hipotenusa. 

Fig. n,0 2 

y y 

 «  " 1  c/eiermmaj' 
Dr/yvn O <j'oi tntos ■ a asa 4 cm 

A equação desta recta tem a fórmula y = x, sendo 
a área pretendida dada pela expressão 

r4 . área do triângulo =1 x dx, 
J 0 



que quer dizer que a área é igual ao integral definido 
da equação y = x entre os valores 0 e 4. 

Resolvendo temos 

j x dx ~ I ~ dx = / 2x dx = 
.''o J o ^ ^ J o 

4—0 = 8. 

E, em virtude de ser o cm. a unidade de medida 
tomada, vem 

área do triângulo =: 8 cm3 

que é precisamente o mesmo resultado que o obtido 
pelo processo usual de multiplicar a base pela altura 
e dividir o seu produto por 2. 

Área do triângulo = 4 cm x 4 cm  2 =8 cm2. 

a.0 EXEMPLO: 
Calcular aáre a 

a 2 cm. 
dum círculo de raio igual 

A equação da circunferência cuja área vamos 
calcular (ver figura n." 3), por 0 raio ser de 2 cm., tem 
a seguinte expressão: 

y2 -|- x2 = 22 donde 

y =- \ 
Fig 

/ 2 2 
/ 2 - x . 

n.0 5 

f/xo dos yy 

/%;■ * — drea a Ueterm/nar 
/ 
l 01 

1 jt - f/Ko dos XX 
/■*— C/rcvnferênc/a de eçuação 

B2-x2*yz 

Referiremos o cálculo da área apenas ao quadran- 
te assinaladona figura, eoseu resultado conduzir-nos-á 
ao que pretendemos, multiplicando-o por quatro. 

t/~2 ã 
O integral definido da expressão y = + V 2 — x , 

entre os valores 0 e 2, dar-nos-á essa área : 

área do 1.° quadrante 
V*2-*2 dx. 

Introduzamos no cálculo o elemento «sen z», fa- 
zendo x = 2. senz. 

E, como desta expressão se tira dx = 2 coszdz 

por ser x = 2.cosz, temos que é 

| \/:2 — x dx =J g 2" — (2.senz) . 2.cosz dz= 

/2  

sj 2 ( 1 — senz) • S.cosz dz = 

=/y 
2 2 

2 . cos z . 2. cosz dz / 
2 2 

2 . cosz dz . 0 • J o 

Por outro lado, consideremos que, cos2z — 

22 
' 7—-   1 -I- Q f r\ 11 rr   

2 T 2 
2 2 ] 1 

—cosz — senz = -1 -|- 2 cosz, ou cosz = -f- ^-cos2z, 

Então, substituindo cosz pelo seu valor vem, prosse- 
guindo o cálculo: 

• 2 ,*0 2 2 12 
2 .coszdz - I 2 . ( ' + J cos2z) dz = 

o ^ o 2 2 J 

= 2" J o( 2+2 COs2z) dz=2 . j 0|dz + 

^ 2 
2 1 2 1 1 . cos2z dz = 2 . - J 0 2 2 

2 . — I cos2z dz. 2 J o 

Considerando agora que 

r 2 
( cos2z.2 dz — ' 

J 0 2 

ri ri 1 2 
1 dz f 2 . 2 J 0 J 0 

2 
1 . 1 sen2z _ 1_ 
2 2 0 2 

sen2z 

" 2 

0 

cos2z dz = 

, temos: 

dz -|- 

cos2zJz = 2 . 

2 2 1 
0^2 "2 

Retomemos a expressão 

sen2z 

2.senz: tira-se 

senz = -g- ; - e daqui z = arcsen ^ . 

Por outro lado, a expressão sen2z desenvolve-se 
na seguinte: seni?z = 2.senz . cos z = 2.senz. 

Vi 
2 

senz . 

Continuando o cálculo temos : 
- 4,2 2 r n 2 2 r 

z -)- 2 . _L sen 2z _ 2 
z .lo 2 2 0" 2 

2 2 
+ -.-L (T 2 2 

2.senz V 1 — ser 
2 

sen z 

Substituindo nesta expressão z por arcsen , e 

senz por * temos : 

2 
2 

< 
2 
2 

arcsen 

arcsen 

arcsen 

2 2 
+A 1 

2 "2 2. x 4 / x 4 2 

2 2 

.+1 

2 2 

0-1 
- w 2i _ " 
2 V 2- 22 



2 r 
arcsen — 2 

2 r' Í V / 

= | | arcsen f]^ + (j V," - ; 

[^{arcsen ,,) - (arcsen ?) 

-(IVO)]»!).' 

(2 V/ 2 2\ 
2 V 2 — 2 / 

arcsen] — arcsenO 

= 2~ arcsenl= X ^ = —j _ 

A área total do círculo, visto que a obtida 

é apenas a do 1.° quadrante, será ^ • 2 4_ 

— . 2 , que é a mesma a que chegaríamos aplican- 

R2 e dando ao raio o valor 2 que do a fórmula 
adoptámos. 

II 

Utilizando as possibilidades da integração como 
instrumento de análise, a ciência económica aplica-a 
normalmente como meio de conhecimento da realidade 
que se propõe estudar. 

Vejamos também alguns exemplos elucidativcs 
desta aplicação. 
l.o EXEMPLO; 

De erminação do valor actual capitalizado 
dos produtos futuros dum bem de capital, 
uma máquina, por exemplo, referido ao 
momento da sua aquisição. 

Consideremos uma determinada máquina, adqui- 
rida em dado momento para ser utilizada na explora- 
ção de certa actividade e tenhamos em conta os se- 
guintes elementos; 

a. — Momento da compra : — dia y do ano x. 
b. — Vida económica: — n anos. 
c. — Produtos que se obtêm todos os anos : — a 

escudos. 
d.— Valor actual no momento da compra, de 

todos os produtos futuros: — A. 
e. — Taxa de juro, anual: — t. 

A vida económica da máquina pode pois ser esque- 
matizada na seguinte figura: 
Momento da 

compra 
Valor 
actual 
A 

I  

Produto 
a 

O anos I.0 ano 

Produto 
a 

2.° ano 

Termo da 
vida 

Produto Produto Produto 
a a a 

—I . . . I 1 
3.° ano (n-I)°. 

ano 
Anotemos que o valor actual capitalizado, A, é 

função do número de anos n, tantos quantos os da 

duração da vida económica da máquina, pois que de- 
penderá do tempo durante o qual ela trabalhar na 
exploração a que foi destinada. 

Será então A = f ( n ). 
Calculemos agora o valor actual do produto a do 

1.° ano, sendo t, como se disse, a taxa anual de juro, 
e a lei de capitalização a composta, M = c (1 -f t)". 

Momento da 
compra Produto 

a 

O anos l.o ano 

Valor actual de a = 
a 

= (1 +1). 

O valor actual do produto da máquina no 2.° ano 
de exploi ação será : 

Momento da 
compra Produto 

a 

O anos 1.° ano 

Produto 
a 

2.° ano 

Valor actual de a (2.° ano) = 
a 

~dted . 

O valor actual do produto do 3.° ano será 
(1 +t)3 

e o do n.0 ano será 
1 

(1 4t >n 

A totalidade dos produtos futuros da máquina, 
terá então como Valor actual no momento da compra, 
o seguinte: 

A — ri -L (1 +t) ^ (1 + t)2 ' (i t ti 3 

a a 
+ (1 + t)n-I + (1 -t-t)" = a 

1 
(1 + tj+d 4 t)2 

1 

1 
(14 t)3 + (1 4 t)®"1 + (l 4 t)" 

ou. 

k = n 

A = a. 2 
k = 1 

1 
(l 4t)k 

que é a fórmula do valor actual em questão, para a 
frequência da capitalização anual. 

Chegados ao resultado a que conduz a frequência 
de capitalização anual, vamos agora reduzir os perío- 
dos de capitalização, tornando-os cada vez menores, 
até obtermos uma frequência de capitalização instan- 
tânea, isto é, de momento a momento. Considerare- 
mos a frequência de capitalização semestral, a tri- 
mestral, e, por fim, a de um período de capitalização 
tão pequeno quanto se queira. 

Para a frequência semestral, o tipo de juro ini- 
cial t, anual como vimos, altera para q, sendo t j> q, 
e os períodos de capitalização passam a 2n. 

O valor actual tem então a fórmula: 



""X ^¥- 1_ 2 

Sendo a frequência trimestral, teremos: 

j = n 

A = a . 2 
1 

1 ~0+i-)4i 

j =T 
pois que a taxa inicial t altera para a correspondente 
r e os períodos de capitalização passam a ser 4n. 

Para uma frequência muito grande, p vezes maior 
que a inicial, correspondente a um período de capita- 
lização que se obtém dividindo o inicial de 1 ano p 
vezes, o valor actual é 

I 

A = a 2 
1 

i (>+v) 

dado que a taxa t inicial toma o valor v, em que t> v 
e os períodos de capitalização aumentam para p. n! 

Se nesta expressão fizermos V = ] , donde 

p = V.s, pois que V _ 1 
P ~ S 

m = n 

e substituirmos vem ; 

m~ 1 
/ , 1 \svm 
11 t) 

Todavia, a frequência de capitalização ainda pode 
crescer mais, até se tornar instantânea, o que se con- 
segue aumentando s infinitamente. Ter-se-á então, 

m — n 
A — lim a ^ 

I 

I m= — s 

c+ir 

m— n 
a.lim 
s —>■ 00 

C+t)' -r . o 
dn. 

visto que lim (1 -|- 1 )s = e, e m se torna em n- 8 —>■ m S 

Resolvendo o integral; 

rn j 
. = a. — 

J o nv 
dn = a 

/^n 
e-nvdn = 

m -nv . - V dn = - ~ 
v 

— nv 

a I i 
V 

[e—nv — .~0v a 
v 

nv 

ou A = y ( 1 —e 

1 = 

-] = 

nv^ 

que é o Valor actual requerido determinado pela ca- 
pitalização contínua. 

2.° EXEMPLO: 

Verificar a relação entre o valor médio e o 
valor marginal dum bem. 

Considere-se a procura de certo bem num mer- 
cado e analisemos as curvas que traduzem a varia- 
ção dessa procura. 

Procura em sentido económico, é a quantidade 
de bens ou serviços que um determinado sujeito eco- 
nómico, empresa ou família, compra no mercado a 
um dado preço. 

Mercado em sentido económico, é o conjunto 
ideal de actos de compra e venda dum bem, referi- 
dos a dado tempo e lugar. 

Valor dum bem é a quantia que no mercado se 
paga para a aquisição de quantidade desse bem, a 
determinado preço. 

Preço é a quantidade de dinheiro necessária para 
aquisição duma unidade do bem. 

A representação gráfica da procura do bem em 
questão, configura-se na construção abaixo. 

Fia. n.0 4 

A ~ Cvr co ajas ycr/ores medws 
B - Curva doj va/orcs maryinaJs 

é 22 

AX 

Qi/crníic/acJes 
fixo dos XX 

A curva A representa-nos a variação dos valores 
médios do bem para as diversas quantidades lançadas 
no mercado. 

A curva B é a da variação dos valores marginais; 
— constrói-se a partir de A. 

Esclareçamos entretanto os conceitos de valor 
médio e de valor marginal. 

Valor médio é o fixado no mercado por cada uni- 
dade de bem vendida; —é portanto coincidente com 
o preço. 

O valor marginal deduz-se do seguinte: — refira- 
mo-nos a uma quantidade de bem que foi lançada no 
mercado, e ao valor respectivo depois de vendida ao 
preço fixado; —aumentemos esta quantidade duma 
unidade do bem em questão ; — a entrada em acção 
no mercado, desta última unidade, repercute-se em 
dois domínios: no valor da quantidade primitiva e no 
preço. O valor ressente-se porque vem aumentado na 
parte relativa ao valor que a nova unidade toma; — 
e o preço ressente-se porque sofre uma diminuição: 

com efeito, dando-se o aumento da quantidade ofere- 
cida no mercado, o preço baixa, mas necessàriamente 



não se diz que essa baixa resulte sempre, pois isso 
depende das condições do mercado: 

Há portanto duas Variações do valor da quanti- 
dade lançada, em sentidos diferentes : — aumenta num 
e diminui no outro. A conjugação destas duas influên- 
cias opostas, concretiza-se finalmente no acréscimo 
real que o valor da quantidade primitiva do bem, toma. 
Este acréscimo é o valor marginal. 

O nosso tema consiste precisamente em analisar 
a relação entre as duas quantidades assim definidas 
— Valor médio e valor marginal. 

* * * 

Na curva A, do valor médio, atente-se no ponto P. 
A recta PQ é o preço fixado para a quantidade de 
bem OQ lançada no mercado. É pois o seu valor 
médio. Designemo-lo por p. 

A quantidade de bem OQ é designada por x. O 
produto da quantidade de bem, x, pelo preço respec- 
tivo, p, é o valor dessa quantidade. Representemo-lo 
por V e designemo-lo por valor total. 

Então V = OQ X PQ — p.x . 

Logo, o valor total do bem lançado no mercado é 
dado pela área do rectângulo OSPQ. 

Lancemos ainda no mercado uma nova quanti- 
dade de bem, mas reduzida, que designamos por A x. 

Todo o bem existente agora no mercado é o in- 
dicado pelo segmento OM, ou x -f A x, correspon- 
dendo-lhe o preço p', segmento MN. 

O valor total respectivo é 

V = OM X MN = (x + A x ) . p' 

representado pela área do rectângulo OLNM. 
A diferença dos valores totais representados 

pelas áreas OLNM e OSPQ é o Valor total da quan- 
tidade Ax ; e o cociente desse valor para essa quan- 
tidade 

OLNM - OSPQ = V - V 
A x A x "J 

é o valor médio fixado para cada uma das unidades 
de bem que constituem A x. 

Fazendo a passagem ao limite temos o valor 
duma unidade de bem, valor marginal, designado 
por Vm- 

Logo 

Ax—>■ o Ax ax . 

O valor marginal apresenta-se pois como uma 
noção limite, e é igual à derivada do valor total V no 
ponto em que se considere. 

Daqui resulta que o valor total de certa quanti- 
dade de bem é dado por integração do valor marginal. 

V = j" Vm dx 

Poder-se-á ver então qual a relação entre o 
valor médio e o valor marginal. 

Com efeito : 
O valor total V é dado pela área do rectângulo 

OSPQ, construído a partir do ponto P pertencente à 
curva do valor médio. 

Mas, o mesmo valor total V, é também dado pelo 

r* 
integral I Vm dx representado pela área tracejada 

J o 

na figura n.0 4, em cuja determinação intervém a 
curva do valor marginal. 

Quer dizer, a área de qualquer rectângulo, como 
o OSPQ, construído a partir duma ordenada da 
curva do valor médio, é sempre igual à área limitada 
pelo segmento dessa ordenada que conesponde ao 
valor marginal, pela curva do valor marginal e pelos 
eixos, isto é, ao integral do valor marginal entre a ori- 
gem dos eixos e o pé da ordenada em questão. 

Eis outro exemplo da aplicação da integração na 
ciência económica. 

NOTA — A chaveta que abrange OL, Fig. n.0 4, refere-se 
a OS = PQ = p. 



NOS BASTIDORES 

O Armazém de Leilões 

EMBORA as empresas ferroviárias se não 
poupem a esforços para promover a 
entrega aos destinatários, das remes- 
sas cujo transporte lhes é confiado, e, 

diligenciem facilitar ao máximo, aos seus pas- 

r i 

Aspecto exterior do Armazém de Lfeilões 
em Braço de Prata 

sageiros, a pesquisa e restituição dos objectos 
que estes deixam esquecidos nos comboios e 
nas estações, o certo é que, em todos os países, 
os caminhos de ferro se Vêem na obrigação 
de vender em hasta pública numerosos desses 
objectos. 

Wa 

m 

Essa venda é feita de acordo com as dis- 
posições vigentes em cada país e de harmonia 
com as condições regulamentares e tarifárias 
aplicáveis em cada caso. Entre nós, as merca- 
dorias sujeitas a fácil deterioração são Vendi- 
das após curto prazo nas próprias estações; 
as restantes, para as quais um prazo mais 
longo é admissível, são-no em Armazém de 
Leilões, existente para o efeito na estação de 
Braço de Prata. O produto da venda fica por 
determinado tempo à disposição do possuidor 
dos objectos ao qual é entregue, deduzidas as 
importâncias devidas à Companhia, desde que 
ele o reclame dentro do prazo fixado; passado 
este, reverte para a C. P.. 

> 

O interior do Armazém. Milhares e milhares de objectos, 
sem dono aparente, aqui aguardam destino 

A Esperança — uma das mais assíduas e típicas clientes 
dos nossos leilões — acaba de arrematar por 22Í00 um 

chapéu de chuva e um par de velhas alpargatas... 

É naquele Armazém que se procede, com 
regularidade, normalmente em cada trimestre, 
à venda de todas as remessas não retiradas 
nos prazos estipulados nas Tarifas aplicadas 
e de todos os objectos encontrados e não re- 
clamados. Atente-se que só destes últimos, se 
constituem, anualmente, mais de quatro milha- 
res de lotes provindos de diversas estações, 
enquanto das primeiras se conta apenas um 


